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Resumen

Jaime, Maria y Raquel van a visitar a su abuela a menudo. Jaime va cada 2 dias, Maria cada 4 y Raquel
solo va un dia a la semana. Un dia que coincidieron los tres, comentaron que nunca habian comido un
pastel tan rico como el que hace su abuela. Ella afirmd: “El
proximo dia que volvais a coincidir, lo vuelvo a hacer”. ¢Cuando
podran volver a disfrutar del pastel?

En este capitulo aprenderemos a resolver problemas similares a
este y profundizaremos en la tabla de multiplicar mediante
conceptos como: divisibilidad, factorizacion o nimeros primos.

Descubrirds algunos de los grandes secretos de los niumeros vy
nunca te imaginarias que la tabla de multiplicar escondiese tantos
misterios ocultos...

Fotografia: Clarisa Rodrigues
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1. REPASO DE NUMEROS NATURALES

1.1. Los sistemas de numeracion

El sistema de numeracion decimal

éPor qué en otros paises, aunque se hablen lenguas diferentes, se usan los mismos nimeros?

Esos numeros, los que nosotros usamos, constituyen un lenguaje universal y se dice que estdn
expresados en el sistema decimal.

El sistema de numeracion decimal es el mds usado en todo el mundo y en casi todos los dmbitos.

En este sistema el valor de una cifra en un nimero es diez veces mayor que el de la cifra situada a su
derecha y diez veces menor que el valor de la situada a su izquierda. Por eso se dice que es un sistema
posicional: el valor de una cifra en un nimero depende del lugar que ocupe esa cifra.

Actividades resueltas
> En el nimero 4 652 031 tenemos:
- La cifra de las unidades: el 1

- Luego la cifra de las decenas: el 3, cuyo valor en el nimero es 10 veces mas que el anterior,
luego su valor sera:

3-10=30

- En tercer lugar, las centenas: el 0, cuyo valor serd el que resulte de multiplicar la cifra situada
en tercer lugar por 100:

0-100=0

- En cuarto lugar, las unidades de millar: 2, cuyo valor obtenemos multiplicando por 1 000 la
cifra situada en ese lugar:

2-1000=2000
- Luego, las decenas de millar: 5 cuyo valor sera:
5-10 000 =50 000

- En sexto lugar, las centenas de millar: 6, cuyo valor se obtiene multiplicando la cifra por
100 000.

6 - 100 000 = 600 000
- Y por ultimo, las unidades de millén: 4, cuyo valor obtenemos multiplicandolo por 1 000 000:
4 -1 000 000 = 4 000 000
Con esto observamos que el nimero 4 652 031 se puede escribir utilizando potencias de 10 de la forma:

4652031=4-1000000+6-100000+5-10000+2-1000+0-100+3-10+1
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1. Escribe mediante potencias de 10 los siguientes nimeros:

a) 7653 b) 30500 c) 275643 d) 200543
2. ¢Qué lugar ocupa la cifra 5 en los siguientes nimeros? ¢éEn cudl de los nimeros tiene mayor valor?

¢Y menor?

a) 508 744 b) 65339001 c) 7092157 d) 9745
3. Razona por qué en un nimero natural con dos cifras repetidas, éstas no tienen el mismo valor.
Numeros romanos
Otro sistema de numeracién que todavia se usa es el de los nimeros Xl X |
romanos. i Te acuerdas de sus equivalencias? X il

I=1,V=5,X=10,L=50,C=100, D = 500, M = 1 000 IX - m
P Vil \"%
jemplo: I
Vi Vi \Y%

» El nimero MDL equivale en el sistema decimal al 1 550. Si ahora
le afladimos un V, es decir: MDLV, el nimero es el 1 555, pero Reloj con ndmeros romanos
las cifras siguen teniendo el mismo valor en ambos numeros.

Otros sistemas de humeracion

Uno de los primeros sistemas de numeracién que se utilizé fue el de

base 12 hace ya mas de 5 000 afios. Todavia se usa cuando contamos ot _ i~ i
objetos por docenas o con algunas mediciones del tiempo (como los - ..
meses de un afio) ra®? o, e,
o ’ @

. . . . ., 1. 7 /010 - ’07
El sistema de base 2 o sistema binario también es muy utilizado hoy 0/,,” 20 'oo
en dia, sobre todo en los ordenadores y calculadoras debido a su 4 b ol ™ "
simplicidad, ya que para escribir nimeros en este sistema solo se ' .." * - “
necesitan dos cifras distintas: el Oy el 1 Cifras del sistema binario

4. (Escribe los niumeros del 1 al 10 en el sistema binario?

Numeros Naturales, Numeros Primos. ¢Qué ocurriria si un dia al despertarnos no
hubiera nimeros? é¢Somos numero-dependientes? Los numeros naturales

é: son los mas sencillos que conocemos, sin embargo su utilidad llega a limites ‘ ’\
)

insospechados. Los numeros primos son unos numeros especiales que
video pueden ayudarnos a ocultar mensajes secretos, incluso sirven para codificar
claves de Internet. Mas por menos. La aventura del saber. Antonio Pérez.

Ma3s por menos: Numeros Naturales, Niumeros Primos | RTVE Play
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1.2. Operaciones elementales

Multiplicacion de numeros naturales

Como ya sabes, multiplicar dos numeros naturales es
equivalente a sumar uno de ellos consigo mismo tantas veces
como indica el otro.

Por ejemplo:
Hacer 6 - 5 es lo mismo que hacer6+6+6+6+6

Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a
la suma

Si llamamos a, b y ¢ a tres

Numeros Naturales. Divisibilidad. 12 de ESO

Nota:

Aunque en primaria se usaba el
simbolo “x” para denotar el
producto, a partir de ahora vy, por
comodidad, lo simbolizaremos con

un punto: -

Recuerda que:

Las palabras “multiplicacion” vy
“producto” no significan lo mismo
aunque de manera habitual se usan
indistintamente. “Multiplicacion” es
la operacién y “producto”, el
resultado.

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)

Sustituyendo las letras a por 2, b por 5y ¢ por 7, tenemos que:

Nota , -
. numeros naturales, se verifica la
Recuerda la propiedad ioUiente propiedad:
conmutativa de la S'BUIENtE propiedad:
multiplicacidn:
) a-b=b-a Por ejemplo:
Ejemplo:
2:3=3-2

2:(5+7)=(2-5)+(2-7)

Esta propiedad también se verifica para la resta.

Propiedad distributiva de la multiplicacion respecto a la resta

Considerando otra vez, a, b y c numeros naturales cualesquiera, se cumple que:

a:-(b-c)=(a-b)-(a-c)

Estas propiedades son muy Utiles para hacer calculos mentales rapidos descomponiendo nimeros:

Calcular 15 - 23 mentalmente es complicado, pero si hacemos:
15-23=15-(20+ 3) =(15- 20) + (15 - 3) resulta mas sencillo.

Si leemos la igualdad de derecha a izquierda, es decir:

(15 - 20) + (15 - 3) = 15 - (20 + 3) se suele decir que hemos sacado factor comun el niumero 15, pero

realmente estamos hablando otra vez de la propiedad distributiva.

Generalizando:

a-(b+c)=(a-b)+(a-c)eslomismoque:(a-b)+(a-c)=a-(b+c),y utilizando la propiedad
conmutativa: (b-a)+(c-a)=(b+c¢)-a.

a-(b-c)=(a-b)—(a-c)eslomismoque:(a-b)—(a-c)=a-(b-c),y utilizando la propiedad
conmutativa: (b-a)—(c-a)=(b-c)-a.

Ejemplos:

a) (870-4)—(870-3)=870-(4—3)=870-1=870
b) (450-2)+(3-450)=(2+3)-450=5-450=2 250
C) (45-6)—(45-5)=45-(6—5)=45-1=45
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Division de numeros naturales

Nota:

Ejemplo:
Jemp La palabra “cociente” significa el

» En el comedor del instituto las mesas son de 6 personas : resultado de hacer una “divisién”
y en la clase de 12 de la ESO hay 33 alumnos, écudntas

mesas ocuparan? Divisidon” es, pues, la operacion, y

“cociente” el resultado de esa
Vemos que habra 5 mesas ocupadas y sobraran 3 alumnos que = operacién. Los simbolos utilizados
han de sentarse en otra mesa: para representarlas son:

3316 /, :,y lafraccion: —
3 5

Cada uno de los nimeros que intervienen en la division se denominan:

33 — Dividendo 6 — Divisor 5 — Cociente 3 — Resto
Ademas, como ya sabes, se cumple que: 33=(6-5)+3

Esta propiedad se cumple siempre para cualquier divisién. En general:
J
r C

Se verifica que:

D=(d-c)+r

Recuerda que: el resto es siempre estrictamente menor que el divisor.

Ejemplo:
» El cociente entre 3658 y 65 es 56 y el resto 18. Escribe la relacion que existe entre estos cuatro
valores.
3658 =(65-56)+ 18
Ejemplos:

25
» 25/5,25:5y ? significan lo mismo: la divisidon o el cociente de 25 entre 5.

La expresion:
25 |5
0 5

También significa lo mismo, pero en Secundaria y Bachillerato apenas se utiliza, asi que conviene que te
familiarices cuanto antes con las anteriores.
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Divisiones con calculadora

Ya sabemos que dividir con calculadora es muy facil, pero équé
hacemos si nos piden el resto de la division y solo podemos usar la
calculadora?

Es muy sencillo. Veamoslo con un ejemplo:

Si hacemos:

325 =§= 5 55 65

Pero si hacemos:

325 == 15 £521.6666666667

En el primer caso esta claro que el cociente es 65 y el resto es 0, pero ¢y en el segundo caso?

Claramente el cociente es 21. Ahora para calcular el resto tenemos que multiplicar este cociente por el
divisor y restarselo al dividendo. El resto sera: 325 — (15 - 21) = 10.

Jerarquia de las operaciones

En la expresidn: 3 - 4 + 2, iqué operacion realizarias antes, la multiplicacién o la suma?

Existe una prioridad en las operaciones donde no existen paréntesis y es que la multiplicacion y la
divisién siempre se realizan antes que las sumas y las restas.

Por tanto, la operacidn anterior seria:
3:4+2=12+2=14

¢Y en 8 : 2 - 3? Son divisiones y multiplicaciones con igual prioridad. Podemos convenir que primero se
realiza la primera operacion, la que esta mas a laizquierda: 8:2-3=4-3=12,enlugarde8:2-3=8:6
=4/3.

En general:

En operaciones con paréntesis, primero hay que realizar las que estan entre paréntesis y luego las
demas.

En operaciones sin paréntesis, primero se efectian las multiplicaciones y divisiones y luego, las sumas y
restas.

En operaciones de igual prioridad, primero la de mas a la izquierda.
Ejemplo:
» Observa la diferencia entre estas dos operaciones:
(15+10)-3=25-3=75
15+10-3=15+30=45
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Notas

a) Es importante escribir los paréntesis solo cuando sea necesario. Por ejemplo, en la expresién:
(21 - 2) + 30 resulta innecesario, ya que, por la prioridad en las operaciones, ya sabemos que
tenemos que efectuar el producto antes que la suma.

b) Si realizamos una operacion en la calculadora sin paréntesis ésta ya respeta la jerarquia en las
operaciones, por lo que, si la operacién necesitase paréntesis, hemos de incluirlos en la
calculadora.

5. Saca factor comun y calcula mentalmente:

a)23-4-23-3 b)540-8+540-2 ¢)55-13-55-3  d)600-33-600 -3

6. Construye dos numeros con las cifras 4, 5 y 6 tal que su
producto sea lo mas grande posible.

BUSCA UNA BUENA
ESTRATEGIA

7. Realiza las siguientes divisiones y comprueba con cada una de ellas la propiedad D=d-c+r

a) 6738 :456 b) 34540 : 30 c) 240 035 :981 d) 397 :45
8. ¢Recuerdas la definicién de division exacta? éQué ocurre en la igualdad anterior si la division es
?
exacta: S ———
9. El equipo de fatbol del instituto decide celebrar su victoria de liga | B bl
.. . . =4 T e |
yendo de viaje con su entrenador. Sabiendo que el equipo lo componen R o -ﬂﬂ <
20 alumnos, que el viaje les cuesta a cada uno 150 €, la noche en .‘*-? A
. ST . , g L J = |
habitacién individual 50 € y que han pagado 7 350 € en total, écuantos f > .:';
dias han estado de viaje? W"VVM At
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2. DIVISIBILIDAD

2.1. Multiplos y divisores de un numero entero

Multiplos de un niumero

¢Recuerdas muy bien las tablas de multiplicar de todos los nimeros?
» Escribe en tu cuaderno la del 5y ladel 7.

Sin darte cuenta, has escrito algunos de los multiplos de 5y de 7.

Se definen los multiplos de un ndmero entero n como los niumeros que resultan de multiplicar ese
numero n por todos los numeros enteros.

Ejemplo:
» Latabla del 5 que has escrito antes estd formada por los valores:
0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90,....

Todos ellos son multiplos de 5.
La notacién matematica de este concepto es: 5

Es decir: 5= {0,5,10, 15, 20, 25, 30, 35, 40,...}

Ejemplo:
» Cuenta los multiplos de 5 que has escrito antes. ¢Es posible hacerlo?

Efectivamente, los multiplos que tiene cada niUmero entero son una cantidad infinita.

10. Calcula los siete primeros multiplos de 8 y de 9

11. i Cuales de los siguientes numeros son multiplos de 127
12,13, 22, 24, 25, 100, 112, 142, 144
12. Halla los multiplos de 11 comprendidos entre 12 y 90.

Matematicas 12 de ESO. Capitulo 2: Numeros Naturalgs=Divisibilidad Autora: Fernanda Ramos
www.apuntesmareaverde.org.es Revisores: Sergio Herndndez, Milagros Latasa y Nieves Zuasti
Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF EEEHII"

Textos Marea Verde



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3

I Numeros Naturales. Divisibilidad. 12 de ESO

Divisores enteros de un numero

Un numero entero a es divisor de otro niumero entero b cuando al dividir b entre a, el resto es 0.

Nota

Todo numero tiene siempre como divisor a 1 y a si mismo.
Ejemplo:

a) 2 esdivisor de 8 porque al dividir 8 entre 2, el resto es 0.

b) 10 es divisor de 20 porque al dividir 20 entre 10, el resto es 0.
c) 6 esdivisor de 36 porque al dividir 36 entre 6, el resto es 0.
d) 1 esdivisor de 18 porque al dividir 18 entre 1, el resto es 0.

e) 18 es divisor de 18 porque al dividir 18 entre 18, el resto es 0.
Si a es divisor de b, entonces también se dice que b es divisible por a.

Ejemplo:
a) 8 es divisible por 2 porque 2 es divisor de 8, es decir, al dividir 8 entre 2, el resto es 0.
b) 20 es divisible por 10 porque 10 es divisor de 20, es decir al dividir 20 entre 10, el resto es 0.

c) 36 es divisible por 6 porque 6 es divisor de 36, es decir, al dividir 36 entre 6, el resto es 0.

Notas
a) Como habras deducido, las relaciones ser multiplo y ser divisor son relaciones inversas.
b) No confundas las expresiones ser multiplo, ser divisor y ser divisible. Vedmoslo con un ejemplo:
Ejemplo:
» De laigualdad: 5 -3 =15, podemos deducir lo siguiente:
e 5y 3sondivisores de 15.
e 15es multiplode 3ydeb5.
e 15 es divisible por 3y por 5.

13. A partir de la igualdad: 6 - 4 = 24, escribe las relaciones que existen entre estos tres niumeros.

n

14. Escribe frases usando las expresiones: “ser multiplo de”, “ser divisor de” y “ser divisible por” y los
ndimeros 10, 5y 35.
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2.2. Criterios de divisibilidad

Para ver si un nimero entero es divisible por otro numero entero, basta con dividirlos y ver si el resto es
0. Pero cuando los nimeros son grandes, las operaciones pueden resultar complicadas.

La tarea se simplifica si tenemos en cuenta los llamados criterios de divisibilidad que nos permiten
saber si un numero es divisible por otro sin necesidad de efectuar la divisién.

Criterio de divisibilidad por 2

Un namero entero es divisible por 2 cuando su ultima cifra es 0 o cifra par.
Ejemplo:
» Los numeros: 312, 50, 346, 500, 780, 988 son divisibles por 2.

Criterio de divisibilidad por 3

Un numero entero es divisible por 3 cuando la suma de sus cifras es multiplo de 3
Ejemplo:

» El ndmero 231 es divisible por 3 ya que 2 + 3+ 1 =6 que es multiplo de 3.
» Elndmero 1 002 es divisible por3yaque1+0+0+2=3.

Si al sumar las cifras obtienes un nimero aun grande y no sabes si es o no multiplo de 3, puedes volver
a aplicar el mismo sistema, solo tienes que volver a sumar todas sus cifras:

» El numero 69 es divisible por 3 ya que 6 + 9 = 15, y 15 es divisible por 3, pues 1 + 5 = 6 que es
multiplo de 3. Por tanto, 6, 15 y 69 son multiplos de 3.

» Elnumero 78 596 778 696 es divisible por3yaque7+8+5+9+6+7+7+8+6+9+6=78,y
78 es divisible por 3 pues 7 + 8 =15, y 15 lo es.

Criterio de divisibilidad por 4

Un numero entero es divisible por 4 si el numero formado por las dos ultimas cifras del nimero
considerado es multiplo de 4.

Ejemplo:

» Elndmero 3 628 es divisible por 4 ya que termina en 28, que es multiplo de 4.

Criterio de divisibilidad por 5

Un numero entero es divisible por 5 cuando termina en 0 0 en 5.
Ejemplo:
» Los numeros 4 875 y 34 590 son divisibles por 5.
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Criterio de divisibilidad por 6

Un numero entero es divisible por 6 cuando lo es a la vez por 2 y por 3.
Ejemplo:
» Elndmero 7 332 es divisible por 6 ya que:

® Lo es por 2 por ser par.

® Lo es por 3, ya que sus cifras suman 15 que es multiplo de 3.

Criterio de divisibilidad por 9

Un namero entero es divisible por 9 cuando la suma de sus cifras es 9 o multiplo de 9.
Ejemplo:
» Elnumero 6 012 es divisible por9yaque:6+0+1+2=9.

» Elndmero 3 903 no es divisible por 9 ya que: 3+ 9+ 0+ 3 =15 que no es multiplo de 9.

Criterio de divisibilidad por 10

Un numero entero es divisible por 10 cuando termina en 0.

Ejemplo:
» El ndmero 59 870 es divisible por 10.

Nota

Observa que los nimeros que son divisibles por 10 lo son por 2 y por 5 y viceversa.

Criterio de divisibilidad por 11

Un numero entero es divisible por 11 cuando la diferencia entre la suma de las cifras que ocupan lugar
impar y la suma de las cifras que ocupan lugar par da 0 o multiplo de 11

Ejemplo:
» El nimero 80 498 es divisible por 11 yaque: (8 +4+8)—(0+9) =11

Matematicas 12 de ESO. Capitulo 2: Numeros Naturalgs=Divisibilidad Autora: Fernanda Ramos
www.apuntesmareaverde.org.es : ;) Revisores: Sergio Herndndez, Milagros Latasa y Nieves Zuasti
Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF T

Textos Marea Verde



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3

I Numeros Naturales. Divisibilidad. 12 de ESO

Criterios de divisibilidad. En este video vamos a explicar los criterios de
(\ divisibilidad de los numeros 2, 3, 5, 6, 9 y 10, ademas vamos a realizar 6:
> ejercicios y ejemplos para que os quede claro de una forma divertida y  yideo
entretenida.

https://www.youtube.com/watch?v=WfbZrrS7bZA

15. Di cuales de los siguientes nimeros son multiplos de 2:

23, 24,56, 77, 89, 90, 234, 621, 400, 4 520, 3 411, 46 295, 16 392, 385 500

Los numeros elegidos, écoinciden con los divisores de 2? ¢Y con los que son divisibles por 2?
16. Escribe cuatro nimeros que sean divisibles por 10 y por 3 a la vez.
17. Sustituye A por un valor apropiado para que:
a) 24 A75 sea multiplo de 3.
b) 11 07A sea multiplo de 6.
c) 52439 sea multiplo de 11.
18. (Todos los nimeros divisibles por 3 los son por 9? ¢Y al revés? Razona la respuesta.
19. ¢ Sabrias deducir un criterio de divisibilidad por 15? Pon un ejemplo.

20. Completa en tu cuaderno la siguiente tabla escribiendo verdadero o falso:

Numero ¢Es...? Verdadero/Falso
2 567 Divisible por 2
498 650 Divisible por 5
98 370034 | Divisible por 3
78 337 650 | Divisible por 6
984 486 728 | Divisible por 4
23 009 845 Divisible por 11
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2.3. Obtencion de todos los divisores de un numero entero

En principio, para hallar los divisores naturales de un numero entero N, lo vamos dividiendo
sucesivamente entre 1, 2, 3, 4 ..., N. De esta manera, los divisores de N seran aquellos nimeros que lo
dividan exactamente, es decir den de resto 0.

Ejemplo:
» Siqueremos hallar los divisores de 18 lo tendriamos que dividir entre 1, 2, 3,4, 5, ..., 18 y ver en
gué casos el resto es 0. Puedes comprobar que los divisores de 18 son: 1, 2, 3, 6, 9, 18.

Lo que ocurre es que esta forma de calcular los divisores de un nimero se complica mucho cuando el
numero es grande. Por lo que, si utilizamos los criterios de divisibilidad que hemos aprendido, sélo
tendremos que hacer las divisiones por los nimeros por los que N sea divisible.

Si la divisidon es exacta, N : d = ¢, entonces el divisor (d) y el cociente (c) son divisores de N, lo que nos
permite acortar la busqueda de divisores, pues de cada division exacta obtenemos dos divisores.
Terminaremos de buscar mas divisores cuando lleguemos a una divisién en la que el cociente sea
menor o igual que el divisor.

Actividades resueltas

» Veamos, como ejemplo, el cdlculo de los divisores del numero 54.
Ya sabemos que todo numero tiene como divisores a la unidad y a él mismo 1y 54.
Es divisible por 2. (Termina en cifra par) - 54 : 2 =27 — Ya tenemos dos divisores: 2 y 27.
Es divisible por 3. (5 + 4 =9, multiplo de 3) - 54 : 3 =18 — Ya tenemos dos divisores: 3y 18.
Es divisible por 6. (Al ser divisible por 2y 3) - 54 : 6 =9 — Ya tenemos dos divisores: 6y 9.
Es divisible por 9. (5 + 4 =9, multiplode 9) > 54 : 9 = 6.
Como el cociente 6 es menor que el divisor 9, ya hemos terminado. 9 y 6 (Repetidos).
Por tanto, los divisores de 54 son: 1, 2, 3, 6,9, 18, 27 y 54.

21. Calcula los multiplos de 25 comprendidos entre 1y 200.

22. Indica si las siguientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
a) 40 es multiplo de 10.
b) 2 es divisor de 10.
c) 4 es multiplo de 8.
d) 55 es divisible por 11.
e) 90 es divisor de 9.
f) 3 es divisible por 45.
23. Sustituye x e y por valores apropiados para el siguiente nimero sea divisible por 9 y por 10 a la vez:
256x 81y.

24. ¢{Qué Unico numero con tres cifras iguales es divisible por 2 y por 9 a la vez?

25. Calcula todos los divisores de los siguientes nimeros:

a) 65 b) 33 c) 60 d) 75 e) 100 f) 150
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3. NUMEROS PRIMOS

3.1. Niumeros primos y compuestos

¢Cuales son los divisores de 2? ¢Y del 3? ¢Y del 5? ¢Y del 7? éEncuentras alguna similitud entre ellos?
Pues si, los divisores de estos nimeros son el 1 y ellos mismos. A estos nimeros se les llama primos.

Un nimero primo es aquel nimero natural que tiene EXACTAMENTE dos divisores: el 1y él mismo.
Se llama numero compuesto a aquel nimero natural que tiene mas de dos divisores.

Los niumeros 0y 1 no son ni primos ni compuestos.

Nota

El 1 se considera que no es primo ni compuesto, ya que no verifica ninguna de las dos definiciones.
Ejemplo:

» Losnumeros 2,3,5,7,11, 13,17, 19, 23, 29 son los diez primeros nimeros primos.
» Numeros como: 22, 45, 60, 98, 345 o0 39 867 657 son compuestos.

26. Continua la lista de numeros primos del ejemplo con 10 nimeros primos mas.
27. iCuantos numeros primos crees que hay? ¢(Crees que se acaban en un momento dado o que son
infinitos?

3.2. La criba de Eratdstenes

La criba de Eratostenes es un algoritmo (es decir, una secuencia de instrucciones) que permite hallar
todos los numeros primos menores que un nimero natural dado.

Nosotros lo haremos para los menores o iguales que 100, es decir, vamos a averiguar cuales son los
numeros primos hasta el 100.

El algoritmo consta de los siguientes pasos:
a) Construimos una lista con los nimeros del 1 al 100
¥+ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 70
71 72 73 74 75 76 77 78 79 80
81 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100
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b) Inicialmente se tacha el 1, porque sabemos que no es primo.
c) El primer numero que quede sin tachar ha de ser primo. Se marca y se tachan sus multiplos.
d) Se repite de nuevo el paso c) hasta que se terminen los nimeros.

Por tanto:

» Dejamos sin tachar el siguiente niumero, que es el 2, que por lo tanto es primo, y tachamos todos los
multiplos de 2, quedando la criba como sigue:

¥ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
21 22 23 24 25 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 66 57 88 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 O
71 2 73 4 75 6 77 8 79 80
8l 82 83 84 85 86 87 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

» Conservamos el 3 porque al ser el primero que aparece sin tachar, sabemos que es primo, pero
eliminamos todos los multiplos de 3, es decir, tachamos uno de cada tres nimeros. Nos queda una
tabla asi:

¥ 2 3 4 5 6 7 8 9 10
11 12 13 14 15 16 17 18 19 20
2 22 23 24 25 26 24 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
51 52 53 54 55 56 57 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67/ 68 69 O
71 2 713 #4 45 6 77 48 79 80
8t 82 83 84 85 8 84 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

» No necesitamos tachar el 4 porque ya estd tachado, entonces vamos al 5 que es el siguiente nimero,
por tanto, no lo tachamos y eliminamos todos los multiplos de 5 (algunos de los cuales ya estaban

tachados).
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¥+ 2 3 4 5 6 7 8 9 1O
11 32 13 34 15 16 17 18 19 20
2k 22 23 24 26 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
5% 52 53 54 55 56 54 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 10
71 2 713 4 45 +6 77 8 79 80
8k 82 83 84 85 86 87/ 88 89 90
91 92 93 94 95 96 97 98 99 100

» Y luego seguimos de forma analoga con el 7 y tachando todos los multiplos de 7.
» Después el siguiente nimero no tachado es el 11 y tachamos los multiplos de 11.
» Después nos encontramos con el 13 y tachamos los multiplos de 13.

De forma analoga vamos localizando los siguientes primos y tachando sus multiplos hasta llegar a una
tabla de la forma:

¥+ 2 3 4 5 66 7 8 9 1O
11 22 13 14 15 16 17 48 19 20
2k 22 23 24 26 26 27 28 29 30
31 32 33 34 35 36 37 38 39 40
41 42 43 44 45 46 47 48 49 50
5% 52 53 54 55 56 54 58 59 60
61 62 63 64 65 66 67 68 69 10
1 2 713 4 45 6 +H 48 79 80
8k 82 83 84 85 86 87 88 89 90
9 92 93 94 95 96 97 98 99 100

Los numeros que no quedan tachados en ningun paso es porgue no son multiplos de ningin nimero
anterior (sefialados aqui en rojo).

En realidad, lo que Eratdstenes estaba haciendo era construir una especie de “filtro” por el cual, al
hacer pasar a todos los numeros, sélo quedaban los “primos”.

Por tanto, los nimeros primos que hay entre los primeros cien nimeros, son:

2,3,5,7,11,13, 17,19, 23, 29, 31, 37,41, 43,47, 53,59, 61, 67,71, 73,79, 83,89y 97.

28. iTe atreverias a repetir la criba de Eratdstenes, pero hasta el 1507

29. Busca los distintos significados de las palabras “criba” y “algoritmo”, éen qué mds contextos los
puedes utilizar?
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3.3. Descomposicion de un namero natural en factores primos
Sabemos que un nimero primo solo tiene dos divisores: él mismo y el 1.

Asi que, si quisiéramos expresar un numero primo como producto de otros dos, los Unicos factores
serian el 1y el propio nimero.

Por ejemplo, si quiero expresar 13 como producto de dos nimeros, seria:
13=1:-13o0también13=13-1

Sin embargo, si el nUmero es compuesto, podra expresarse como producto de otros nimeros que no
son ni el 1 ni él mismo.

Vamos a aprender a descomponer un nimero natural en factores primos, lo que significa expresar un
nlimero natural como producto de otros nimeros, pero han de ser primos.

Descomponer un nimero natural en factores primos es expresar dicho nimero como un producto,
donde todos sus factores son numeros primos.

Para descomponer el nimero 20 podriamos hacer: 20 = 4 - 5, pero la descomposicion en factores
primos no seria correcta porque el 4 no es un nimero primo.

Su descomposicion seria20=2 - 2 - 5, que se expresaria como 20 = 22-5

Para descomponer un nimero compuesto (pues, como hemos visto, descomponer un nimero primo no
tiene ningun interés ni dificultad) en sus factores primos, se debe seguir el siguiente procedimiento:

a) Dividir el numero natural dado por el menor primo posible utilizando para ello los criterios de
divisibilidad si es posible, o realizando la division si no hay otro remedio.

b) Realizar la division, y si el cociente es divisor de dicho nimero primo, realizar la division.

c) Si el cociente no es divisor de dicho numero primo, buscar el menor nimero primo posible que sea
divisor, recurriendo nuevamente a los criterios de divisibilidad o continuar dividiendo.

d) Seguir con el procedimiento hasta obtener el cociente igual a uno.

Notas

1) Para realizar las divisiones utilizaremos una barra vertical, a la derecha escribimos los divisores
primos y a la izquierda los cocientes.

2) Los factores primos en la expresion del nimero ya factorizado se suelen escribir en orden creciente.

3) Cuando ya tengamos practica, y con nimeros no demasiado grandes, podemos descomponer un
nuimero en producto de dos y luego cada uno de ellos en otros productos hasta que todos los factores
obtenidos sean primos.

Por ejemplo: 60 =30 - 2.
Como30=15-2y15=3-5, tenemos que: 60=3-5-2 -2y, por tanto, su descomposicion es:

60=22-3-5
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Actividades resueltas

1. Vamos a realizar la descomposicion en factores | 2. Vamos a realizar otra factorizacion para el
primos del numero 90: numero 2 520:
Como 90 es multiplo de 2, lo dividimos: 90 : 2 = 45 2520 | 2
Como 45 no es multiplo de 2, buscamos el menor
primo posible por el que se pueda dividir, que es 1260 | 2
3, lo dividimos: 45 : 3 = 15. 630 | 2
Como 15 se puede volver a dividir entre 3,
tenemos: 15:3=5 31513
Portanto:90=2-32-5 105 | 3
Esto se suele realizar como se sefiala en la nota de 35| 5
la siguiente forma:
90 | 2 717
45| 3 1
15| 3
5|5 Por tanto: 2520=23.3%2.5.7
1

30. Descompon en factores primos los siguientes numeros:

a) 40 b) 56 c) 75 d) 90
31. Descompon en factores primos los siguientes numeros:

a) 110 b) 124 c) 290 d) 366
32. Descompon en factores primos los siguientes numeros:

a) 1290 b) 3855 ¢) 4520 d) 5342

33. Si descomponemos en factores primos los numeros: 10, 100, 1 000, 10 000 y 100 000, équé es lo
gue observas? ¢ Lo podrias hacer de forma mas rapida sin necesidad de usar el método general?

34. {Qué ocurre al descomponer en factores primos los nUmeros 4, 8, 16, 32, 64, 128, 2567

éPodrias continuar tu la serie con 5 nUmeros mas?
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3.4. Maximo comun divisor de varios nimeros
Ejemplo:
» Vamos a calcular los divisores de los nimeros 24 y 36:

Divisoresde 24 — 1, 2, 3,4, 6, 8,12, 24
Divisoresde 36 > 1, 2,3,4,6,9, 12,18, 36

¢Cuales son los mayores divisores comunes a ambos? Los divisores comunes a ambos son varios: 1, 2, 3,
4,6y 12, pero el mayor de ellos es 12 y se dice que 12 es el maximo comun divisor de 24 y de 36.

Se llama maximo comun divisor de varios niumeros naturales al mayor de los divisores comunes a todos
ellos y se escribe M.C.D.

En el ejemplo anterior, escribiriamos: M.C.D (24, 36) =12

En principio, parece que hallar el M.C.D no es muy complicado, solo tenemos que calcular los divisores
de los nimeros, considerar los comunes y tomar el mayor de ellos. Pero este método sélo tiene sentido
con pocos numeros y pequeinos, ya que con muchos nimeros o con nimeros grandes, el célculo se
complica mucho.

Por eso, vamos a calcular el maximo comun divisor utilizando una serie de pasos, mediante los cuales el
calculo se simplifica muchisimo:

Calculo del M.C.D.

1. Factorizamos los niumeros.

2. Tomamos los factores comunes a todos los nimeros elevados el menor exponente.
3. El producto de los factores considerados en el paso 2 es el M.C.D.
Actividades resueltas

» Vamos a calcular el maximo comun divisor de los nimeros: 72,90y 120
1. Factorizamos cada nimero:

72=2%-32
90=2-32-5
120=23-3-5

2. Tomamos los factores comunes a todos los nimeros elevados el menor exponente: Son 2y 3
3. El producto de los factores considerados en el paso 2 es el M.C.D. Es decir:

M.C.D (72,90, 120)=2-3 =6.
Nota

Dos numeros naturales siempre tienen al menos un divisor en comun, el 1. Si ese es el M.C.D entonces
decimos que esos nimeros son primos entre si.

35. Calcula el M.C.D de los siguientes pares de niumeros:

a) 60y45 b) 120y55 c) 34ye66 d) 320y80
36. Calcula el M.C.D de los siguientes numeros:

a) 30,12y22 b) 66,45y 10 c) 75,15y20 d) 82,44y16
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3.5. Minimo comun multiplo de varios nimeros

El minimo comun multiplo de varios numeros naturales es el menor de los multiplos que tienen en
comun, y se escribe m.c.m.

Actividades resueltas

Igual que con el M.C.D., se puede calcular el minimo comun multiplo aplicando la definicién que
acabamos de ver. Lo que ocurre es que se trata de una forma muy “rudimentaria” y que se complica
mucho para numeros grandes.

» Vamos a calcular m.c.m (10, 15) aplicando esta definicion:
Multiplos de 10 — 10, 20, 30, 40, 50, 60, ...
Multiplos de 15 — 15, 30, 45, 60, 75, 90, ...
Como vemos, multiplos comunes a ambos son: 30, 60, 90, ... pero el menor de ellos es el 30. Por tanto:
m.c.m (10, 15) = 30
Vamos a ver ahora los pasos a realizar para simplificar este calculo y hacerlo mas mecanico:

Calculo del m.c.m.

1. Factorizamos los numeros
2. Tomamos los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente.

3. El producto de esos factores del paso anterior es el m.c.m.

Actividades resueltas

» Veamos como calcular el minimo comun multiplo de 16, 24, 40 siguiendo estos pasos:

1. Factorizamos los numeros:

16 =24
24=2%-3
40=23-5

2. Tomamos los factores comunes y no comunes elevados al mayor exponente.
En nuestro caso: 24,3y 5.

3. Multiplicando estos factores tenemos que:

m.c.m(16, 24, 40) = 24 - 3 - 5 = 240.

37. Calcula el m.c.m. de los siguientes pares de numeros:

a) 60y45 b) 120y55 c) 34ye66 d) 320y80
38. Calcula el m.c.m de los siguientes niumeros:

a) 30,12y22 b) 66,45y 10 c) 75,15y20 d) 82,44y16
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Problemas

Pero, ademas, el calculo del M.C.D. y del m.c.m. es muy util para resolver problemas reales.
Veamos algunos ejemplos:

Ejemplo:

» Una dependienta de una tienda de regalos tiene un rollo de lazo rojo de 15 m y uno azul de 20
m. Como para envolver cada regalo utiliza siempre trozos de 1 metro, y las quiere cortar en
trozos de la misma longitud para tenerlas preparadas para hacer empaquetar cajas de modo que
no sobre nada en los rollos. ¢ Cual es la longitud maxima que puede cortar cada rollo para hacer
los paquetes?
Estamos buscando un numero natural que sea divisor de 15 y de 20 a la vez. De los nUmeros que
cumplan esto, escogeremos el mayor.

Esto es, precisamente, el M.C.D:

M.C.D. (15, 20) =5
Por tanto, la longitud de cada trozo de lazo para los paquetes sera de 5 m.
Ejemplo:

» El abuelo de Ana toma unas pastillas para el corazon cada 8 horas y otras para la circulacion
cada 12 horas. Acaba de tomar los dos medicamentos a la vez. ¢ Dentro de cuantas horas volvera
a tomarselos a la vez?
Estamos buscando un nimero de horas que sera mayor o igual a 12, y multiplo de 8 y de 12 a la vez. De
todos los niumeros que lo cumplan, nos interesa el mas pequerio. Es decir, tenemos que calcular:
m.c.m. (8, 12) =24
Por tanto, dentro de 24 horas se tomara ambos medicamentos a la vez.

39. Maria y Paula tienen 25 cuentas blancas, 15 cuentas azules y 90 cuentas rojas. Quieren hacer el

mayor nimero de collares iguales sin que sobre ninguna cuenta.
a) ¢Cuantos collares iguales pueden hacer?
b) ¢ Qué numero de cuentas de cada color tendra cada collar?

40. Un autobus pasa por una parada cada 18 minutos, otro cada 25 minutos y un tercer autobus cada 36
minutos. Si a las 9 de la mafiana han pasado en ese lugar los tres autobuses a la vez. ¢A qué hora
vuelven a coincidir?

41. Se compran en una floreria 24 rosas y 36 claveles. ¢ Cuantos centros de mesa se pueden elaborar si
se coloca la maxima cantidad de flores sin que sobre ninguna? ¢Cudntas rosas y claveles se colocan
en cada centro de mesa?

42. Raul tiene varios avisos en su movil: uno que da una sefial cada 60 minutos, otro que da una sefial
cada 150 minutos y un tercero que da una sefial cada 360 minutos. Si a las 10 de la mafiana las 3
sefiales de aviso han coincidido.

a) éCuantas horas como minimo han de pasar para que vuelvan a coincidir?
b) ¢A qué hora volveran a dar la sefial otra vez juntos?

43. i Cual sera la menor cantidad de caramelos que se puede repartir en partes iguales entre grupos de

20, 30, o 60 ninos? Determina en cada caso cuantos caramelos le toca a cada nifio.

Matemadticas 12 de ESO. Capitulo 2: NUmeros Naturalgs=Divisibilidad Autora: Fernanda Ramos
www.apuntesmareaverde.org.es ‘ —g Revisores: Sergio Herndndez, Milagros Latasa y Nieves Zuasti
Ilustraciones: Banco de Imagenes de INTEF

Textos Marea Verd



http://creativecommons.org/licenses/by-nc-sa/3

Numeros Naturales. Divisibilidad. 12 de ESO

CURIOSIDADES. REVISTA

¢A qué pensabas que los niumeros eran solo eso, pues nimeros?

Pues no, hay numeros perfectos, nUmeros amigos, ii hasta nimeros gemelos!!

Numeros perfectos

Son numeros perfectos los que son
iguales a la suma de sus divisores, excepto
él mismo.

El mas pequefio es el 6: 6=1+2+3

El siguiente es el 28: 28=1+2+4+7+14.

Después del 28, no aparece ningun
nimero perfecto hasta el 496, el cuarto
nimero perfecto es el 8128, el quinto
perfecto es 33 550 336. Se observa que
cada numero perfecto es mucho mayor
gue el anterior. jjQué curioso!!

éHabra alguna formula para obtener
nuimeros perfectos?

Pues si,
siguiente:

la descubrié Euclides y es la

1_(2n_1)

Siendo n un numero natural y siempre
que (2" —1) sea primo

Ndmeros amigos
Dos numeros amigos son dos enteros positivos tales que
la suma de los divisores propios de uno de ellos es igual al
otro. (Se consideran divisores propios de un nimero a
todos sus divisores excepto él mismo)

Un ejemplo es el par (220, 284), ya que:

Los divisores propios de 220 son 1, 2, 4, 5, 10, 11, 20, 22,
44,55y 110, que suman 284

Los divisores propios de 284 son 1, 2, 4, 71 y 142, que
suman 220

Para los pitagdricos los numeros amigos eran muy
especiales, pues les atribuian propiedades casi magicas.

Ndmeros gemelos
Se llaman numeros primos gemelos a los pares de
ndameros primos que son impares consecutivos (3y 5, 11y
13, ...). éPuedes encontrar tu alguno mas?
Se supone que el nimero de primos gemelos es infinito,
pero estd sin demostrar.
Lo que si se puede demostrar es que existen dos nimeros
primos consecutivos cuya diferencia sea tan grande como
gueramos.

Euclides demostré que hay infinitos niumeros primos. Si p1, p2,
pn + 1, es también un numero primo.

primos, entonces p1 *p2 *..*

..., pn son los primeros n numeros

Actualmente tienen grandes aplicaciones en criptografia. Esto se debe a su extrafia distribucidn:

1 100 200 S00 400
+ + + + +
TR R AV R VR A AR T AR AT

para crear ritmos impredecibles.

los capitulos.

Strega en 2008.

\_

/ ﬂ Numeros primos en la musica y literatura ﬂ \

El compositor francés Olivier Messiaen, inspirandose en la naturaleza, utilizé los nUmeros
primos para crear musica no métrica empleando sonidos con duracién un numero primo

e  El curioso incidente del perro a medianoche, de Mark Haddon, describe en primera
persona la vida de un joven autista, utiliza Unicamente los nimeros primos para numerar

e [a soledad de los numeros primos, novela escrita por Paolo Giordano, gano el premio

e La mdusica de los numeros primos, escrito por Marcus du Sautoy, donde cuenta muchas
curiosidades sobre los nimeros primos

J
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LOS PRIMOS GERMAIN

Sophie Germain (1776-1831)

Sophie Germain fue una matemdtica autodidacta. Nacio en
Paris en las ultimas décadas del Siglo de las Luces. Sus primeros
trabajos en Teoria de Numeros, entre 1804 y 1809, los
conocemos a través de su correspondencia con C. F. Gauss, en la
que mantenia oculta su identidad bajo el pseudénimo de Monsieur Le Blanc.

En noviembre de 1804 estad fechada la primera carta, Gauss, en su respuesta, admira la
elegancia de una de sus demostraciones. En 1808 comunicé a Gauss su mas brillante
descubrimiento en Teoria de NUmeros. Demostraba que si x, y, Z son numeros enteros,
tales que x°> + y° + z°> = 0 entonces, al menos uno de los nimeros x, y o z debe ser divisible
por 5. Reanudo la correspondencia, ya con su nombre en 1819. Posteriormente, hacia
1819, Sophie retomo sus trabajos en Teoria de Numeros. De esta época es otro de los
resultados de Sophie. Utilizando adecuadamente su teorema conseguia demostrar que
para todo numero primo n menor que 100 (y por lo tanto para todo numero menor que
100) no existe solucion a la ecuacion de Fermat, cuando los numeros x, y, z no son
divisibles por n.

Los Primos Germain y el teorema que lleva su nombre fue el resultado mds importante,
desde 1738 hasta 1840, para demostrar el ultimo teorema de Fermat, ademds permitio
demostrar la conjetura para n igual a 5. La demostracion se dividio en dos casos: el
primero consistia en probarlo cuando ninguno de los numeros x, y, z es divisible por n, y el
segundo cuando uno sdlo de los tres numeros es divisible por n. Ademds, con esta
clasificacion el primer caso del Teorema de Fermat para n = 5 quedaba probado. En 1825
Legendre y Dirichlet completaron la demostracion para n = 5 en el sequndo caso.

El teorema de Sophie Germain demuestra que si n es un numero primo tal que 2n + 1 es
primo, entonces el primer caso del teorema de Fermat es verdadero. El trabajo se habia
simplificado a la mitad. El teorema de Germain serd el resultado mds importante
relacionado con la conjetura de Fermat desde 1738 hasta la obra de Kummer en 1840.

Durante los sucesos revolucionarios que tuvieron lugar en Paris en julio de 1830, Sophie
vuelve a refugiarse en el estudio. Redacto dos trabajos, uno sobre teoria de numeros y
otro sobre elasticidad en el que buscaba definir una teoria dindmica de la curvatura:
“Memoire sur la courbure de surfaces”. Estas dos memorias fueron publicadas en 1831,
después de su muerte, en el Crelle's Journal. Una vez mds su camino se cruzo con el de
Gauss que acababa de publicar una teoria matemdtica de la curvatura en la que definia lo
que hoy se conoce por curvatura gaussiana como el producto de las curvaturas
principales.

()

Primos de Germain

En Teoria de NUmeros se dice que un nimero natural es un nimero primo de Germain, si el
nimero n es primo y 2n + 1 también lo es. Los nimeros primos de Sophie Germain inferiores a
200, son: 2, 3,5, 11, 23, 29, 41, 53, 83, 89, 113, 131, 173, 179, 191.
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Conjetura de Fermat

Hace mds de 350 anos el matematico francés Pierre
Fermat, en el siglo XVII, en 1637, escribié en el margen de un
libro, en la Arithmética de Diofanto, un pequefio problema,
dijo que lo habia demostrado, pero no anoté la demostracion
porque no le cabia en dicho margen.

El dltimo teorema de Fermat es una afirmacion sobre los
numeros naturales que dice que: Sinesu

n numero natural mayor o igual a 3, la ecuacidn x elevado a

n mas y elevado a n es igual a z elevado a n, X" + y” =27", no
tiene ninguna solucién cuando x, y y z no son 0.

Fermat

“Es imposible descomponer un cubo en dos cubos, un \
bicuadrado en dos bicuadrados, y en general, una potencia Criptografl'a \'/
cualquiera, aparte del cuadrado, en dos potengas del mismo nameros primos
exponente. He encontrado una demostracion realmente
admirable, pero el margen del libro es muy pequefio para La Teoria de Numeros
ponerla.” se aplica generalmente a la
criptografia. Hoy en dia, el
sistema criptografico mas

comun se llama RSA. Se
Muchos matematicos intentaron demostrarlo sin éxito. utiliza mucho para

Parece algo sencillos y sin embargo se ha necesitado utilizar mantener la seguridad en
matemadticas que entonces no se conocian para demostrarlo.

internet y en las finanzas.
Andrew Wiles utilizd6 en 1995 que las curvas elipticas \ /
semiestables son racionales o son modulares.

Observa que para n = 2, es el Teorema de Pitdgoras, que
sabemos que tiene solucidn, las ternas pitagoricas.

(9

o

Se usan numeros muy grandes que sean producto de dos numeros primos, también muy
grandes.

Tu sabes encontrar los factores primos de un numero, pero si es muy grande, ni siquiera lo
saben hacer los ordenadores. Ahora se esta queriendo utilizar la computacién cudantica.

Conjeturas matematicas \

Una conjetura matematica es una afirmacién que no ha podido ser demostrada ni refutada. Si
se logra demostrar, como la de Fermat, deja de ser una conjetura y pasa a ser un teorema. Asi ha
ocurrido con:

Teorema de los cuatro colores, probado en 1976, dice que todo mapa se puede colorear con sélo
cuatro colores sin que dos zonas adyacentes tengan el mismo color. Fue demostrado con ayuda
del ordenador.

Conjetura de Poincaré que trata sobre la esfera en cuatro dimensiones. G. Perelman lo demostrd

en 2004. /
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Concepto

Definicion

Ejemplos

El sistema de
numeracion decimal es
posicional

El valor de una cifra en un nimero depende
del lugar que ocupa en el numero

El 1 no tiene el mismo valor
en 1845 que en 6351

Jerarquia de las
operaciones

-En las operaciones con paréntesis, primero
se realizan los paréntesis y después lo demas.

-En las operaciones sin paréntesis primero se
realizan multiplicaciones y divisiones y luego
sumas y restas.

La operacion 2:3+7 tiene
como resultado 13, no 20,
gque es lo que resultaria
efectuando

incorrectamente antes
suma que el producto.

la

- Divisor
- Divisible
- Multiplo

- a es divisor de b cuando al dividir b entre
a el resto es 0.

- a es multiplo de b o a es divisible por b
cuando al dividir a entre b el resto es 0.

e 2 y 3 son divisores de 6.
e 6 es multiplo de 2 y de 3.
o6 es divisible por 2 y por 3.

Criterios de divisibilidad

Simplifican mucho el cadlculo de Ila
descomposicion factorial y, en general
averiguar cuando un numero es divisible por
otro.

e 3742 esdivisible por 2.

e 4980 es divisible por 2y
por 5.

e 2957 esdivisible por 3.

Numero primo Es aquel que solo tiene dos divisores: el 1y él| 23 'y 29 son numeros
mismo. primos.

Numero compuesto Es aquel que tiene mdas de dos divisores, es|25 y 32 son numeros
decir, que no es primo. compuestos.

Criba de Eratdstenes

Es un algoritmo que permite calcular todos
los numeros primos menor que uno dado.

Los primos menores que 20
son: 2,3,5,7,11, 13,17y 19

Descomponer un
numero en factores
primos

Es expresarlo como producto de numeros
primos.

60 =22.3.5

Minimo comun multiplo
de varios nimeros

Es el menor de los multiplos que tienen en
comun.

m.c.m. (18, 12)= 36

Maximo comun divisor
de varios nimeros

Es el mayor de los divisores comunes a todos
ellos.

M.C.D. (18, 12) =6
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EJERCICIOS Y PROBLEMAS

Repaso numeros naturales

1. Escribe mediante potencias de 10 los siguientes nimeros:

a) 84300 b) 3333 c) 119345 d) 903711
2. ¢Qué lugar ocupa la cifra 4 en los siguientes nimeros? ¢En cual de los nimeros tiene mayor valor? ¢Y
menor?
a) 508744 b) 653349001 c) 47092157 d) 9745
3. Saca factor comun y calcula mentalmente:
a) 28-4-28-3 b) 30-4+30-2 c) 66-23-66-13 d) 700-44-700-4

4. Construye dos numeros con las cifras 6, 7 y 8 tal que su producto sea lo mas grande posible.
5. Realiza las siguientes divisiones y comprueba con cada una de ellas la propiedad: D=d-c+r

a) 3844:45 b) 74 840 : 30 c) 983 035:981 d) 847 :45
6.Halla, utilizando solo la calculadora, los cocientes y los restos de las siguientes divisiones:
a) 654 : 77 b) 543 :7 c)8374:85 d)9485:11 e)6590:41
7. Realiza las siguientes operaciones:
a)(55+12)-4 b) 66 -2+ 10 c)55+70-3+11 d)330-10-2+82
8. Di cuales de las siguientes operaciones tienen el mismo resultado:
a)2-(46-16) b)2-46-16 c)2-46-2-16 d)2- (46 + 16) e)2-46+16

9. Realiza las operaciones del ejercicio anterior en la calculadora y comprueba la importancia de afadir
los paréntesis.

10. Realiza las siguientes operaciones:

a)4-(44+5)-6-2+9 b)2:(3+11)-(4+12) c)(18-4)5+3-7-13 d)512+(3-2)4-3+45-5
11. Inventa un problema en el que tengas que realizar la siguiente operacion: 5+ 4(6 - 2)

12. Halla, utilizando solo la calculadora, los cocientes y los restos de las siguientes divisiones:

a)376:37 b)299:7 c)3524:65 d)585:22 €)2060:51
13. Realiza las siguientes operaciones:
a)(34+23)-5 b) 87 -2+ 10 c)55+65-3+11 d)230-100-2+90
14. Di cuales de las siguientes operaciones tienen el mismo resultado:
a) 8:(22-12) b)8:22-12 «¢)8-22-8-12 d)8-(22+12) e)8-22+12

15. Realiza las operaciones del ejercicio anterior en la calculadora y comprueba la importancia de afiadir
los paréntesis.

16. Realiza las siguientes operaciones:
a) 4(65+7)-5-2+4 b)2:(3+9)-(4+8) «¢)(22-4)5+3-2-1d)5-4+(4-2)-5-3+4-6-5
17. Inventa un problema en el que tengas que realizar la siguiente operacion: (34 +7) - 8
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18. Sabemos que para el viaje de fin de curso son necesarios 3 autobuses, ya que viajaran 103 alumnos.
En los dos primeros autobuses viajan el mismo nimero de estudiantes y en el tercero un alumno
mas que en los otros dos. ¢ Cuantas personas viajan en cada autobus?

19. iMAGIA!

Sigue los siguientes pasos:
- Piensa en dos numeros naturales de una cifra.
- Multiplica el primero por 2 y sumale 8.
- Multiplica el resultado anterior por 5.
- Suma el segundo nimero que habias pensado al resultado anterior.
- Resta 40 al ultimo resultado

¢Qué ocurre? ¢Es casualidad? ¢Pasara siempre lo mismo? ¢ Puedes explicarlo?

Divisibilidad
20. Escribe los diez primeros multiplos de 6 y los diez primeros multiplos de 9. ¢ Cuales son comunes a
ambos?

21. Escribe cuatro nimeros que cumplan que la cifra de las unidades sea el triple que la de las decenas
de manera que dos de ellos sean divisibles por 2 y los otros dos no lo sean.

22. Indica cuales de los siguientes numeros son multiplos de 15:
1, 30, 50, 60, 70, 75, 100, 125, 150
23. Di cuales de los siguientes nimeros son multiplos de 5. ¢Y de 10? ¢Cudles coinciden? ¢Por qué?

23, 24,56, 77, 89, 90, 234, 621, 400, 4 520, 3 411, 46 295, 16 392, 385 500

24. Escribe cuatro numeros de cuatro cifras que cumplan que la cifra de las decenas sea el doble que la
de las unidades de manera que, uno de ellos sea divisible por 3, otro por 11, otro por 2 y otro por 4.

25. Copia en tu cuaderno y completa la siguiente tabla escribiendo verdadero o falso:

Numero ¢Es...? Verdadero/Falso
327 Divisible por 11
494 530 Divisible por 4
39470034 Divisible por 6
7 855 650 Divisible por 3
985 555 328 | Divisible por 2
20 000 045 Divisible por 10

26. Haz una lista con los valores de las monedas y billetes del sistema monetario euro.
¢Figura entre ellos algiin numero primo? ¢ Por qué crees que es asi?
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27. Pedro tiene una forma muy peculiar de dar el teléfono a sus amigos: les dice que consta de nueve
cifras, que no se repite ninguna y que leyéndolo de izquierda a derecha se cumple:

- La primera cifra es un multiplo de 3 mayor que 6.

- Las dos primeras cifras forman un multiplo de 2 y de 5.

- Las tres primeras cifras forman un nimero par multiplo de 3

- Las cuatro primeras cifras forman un nimero que es multiplo de 5 pero no de 2.
- Las cinco primeras cifras forman un nidmero multiplo de 2 y de 3.

- Las seis primeras cifras forman un nimero multiplo de 11.

- La séptima cifra es un multiplo de 7.

- Las ocho primeras cifras forman un nimero impar.

- Las cuatro ultimas cifras forman un multiplo de 11.

¢éSabrias averiguar cudl es su teléfono?

28. Calcula cuantos cuadrados puedes contar en la siguiente figura:

29. Sustituye x e y por valores apropiados para el siguiente
numero sea divisible por 2 y por 11 a la vez:

2 56x 81y

30. Sabemos que el nimero 1452 es multiplo de 11. Calcula
otro multiplo de 11 solo cambiando de lugar las cifras de este
numero.

EXPERIMENTA, JUEGA CON EL
PROBLEMA

” “"

31. Completa en tu cuaderno con las expresiones “ser multiplo de”, “ser divisor de “ o “ser divisible

por”:
a)40es........ 10. b)2es..... 10
c)des....... 8 d)935es ............. 11
e)90es ... 45, f)3es ... 15
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NiUmeros primos

32.
33.

Descompdn en factores primos los siguientes numeros: 1 530, 2 457 y 7 440.
Observa la descomposicion factorial de los siguientes nimeros a, b, ¢, d y contesta:
a=2-3? b=2-3 c=5-7 d=2-3%2.7

a) ¢éCuadl de ellos es multiplo de a?
b) ¢Cuales son divisores de d?
c) éCudles son primos entre si?

34. Averigua cuales son los niumeros cuyas descomposiciones factoriales son:
a)x=23-32.7 b)y=5%-2%-11 c)z=2-5%-7
35. Calcula el M.C.D de los siguientes pares de numeros:
a) 9y12 b) 18y 42 c) 8y15 d) 108y630
36. Calcula el m.c.m. de los siguientes pares de nimeros:

a) 140y 300 b) 693y1485 c) 365y600 d) 315y1845
37. Calcula el m.c.m y M.C.D. de los siguientes numeros:

a) 24,60y80 b) 60,84y132 c) 270,315y 360 d) 240,270y 36
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N

AUTOEVALUACION

¢Cual es el resultado de 20 + 15 - 3?

a) 105 b) 65 c) 303 d) 900

¢Cual de las siguientes afirmaciones es verdadera ?
a) En una division exacta el cociente siempre es cero.
b) En el sistema de numeracion decimal el valor de una cifra es independiente del lugar que ocupa.
c¢) Si multiplicamos dividendo y divisor por el mismo nimero distinto de cero, el cociente no varia.

d) El producto y la divisién de numeros naturales cumplen la propiedad conmutativa.

3. ¢Cuadl de las soluciones es la correcta para el conjunto de los divisores de 407?
a)D(40) = {1, 2,4,5,8, 10, 20, 40} c) D(40)={1,2,4,5,8, 10, 12, 20, 40}
b) D(40)={1, 2,4,6,5, 8, 10, 20, 40} d)D(40)={0,1,2,4,5,8, 10, 20, 40}
4. El ndmero de divisores de 12 es:
a) 3 b) 6 c) 4 d) 5
5. El nimero 315A es multiplo de 9 para los siguientes valores de A:
a) A=9 yA=3 b) A=9yA=1 c) A=3yA=6 d) A=9yA=0
6. ¢Cudl de estos nimeros cumple que es un nimero de tres cifras par, divisible por 5y por 17 y la
suma de sus cifras es 7?
a) 170 b) 510 c) 610 d) 340
7. Sabiendo que a es divisible por b. Indica cudl de las siguientes afirmaciones es verdadera:
a) El nimero a es divisor de b.
b) El nUmero a es multiplo de b.
c) El nUmero b es un multiplo de a.
d) Los numeros a y b son primos entre si.
8. EIM.C.D.(54, 360, 45) es:
a) 18 b) 27 c) 45 d) 9
9. Maria compra en el supermercado los zumos en paquetes de 2 y los refrescos en paquetes de 3. Hoy
gueria comprar el mismo nimero de zumos que de refrescos, pero el menor nimero posible para
no llevar mucho peso en el camino a su casa. ¢ Cuantos compro de cada tipo?
a) 3 b) 2 c) 6 d) 12
10. Paula quiere hacer un juego de cartas cortando una cartulina de 16 cm de largo y 12 cm de ancho en
cuadrados iguales de forma que sean lo mas grandes posible y no sobre cartulina. ¢ Cuanto medir3 el
lado de cada carta?
a) 4cm b) 2cm c) 8cm d) 6cm
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	El sistema de numeración decimal
	En este sistema el valor de una cifra en un número es diez veces mayor que el de la cifra situada a su derecha y diez veces menor que el valor de la situada a su izquierda. Por eso se dice que es un sistema posicional: el valor de una cifra en un núme...
	0 100 = 0
	2   1 000 = 2 000
	5   10 000 = 50 000
	6   100 000 = 600 000
	4   1 000 000 = 4 000 000
	Otros sistemas de numeración
	Cifras del sistema binario
	Multiplicación de números naturales
	Como ya sabes, multiplicar dos números naturales es equivalente a sumar uno de ellos consigo mismo tantas veces como indica el otro.
	Hacer 6   5 es lo mismo que hacer 6 + 6 + 6 + 6 + 6
	Propiedad distributiva de la multiplicación respecto a la suma
	Sustituyendo las letras a por 2, b por 5 y c por 7, tenemos que:
	2   (5 + 7) = (2   5) + (2   7)
	Propiedad distributiva de la multiplicación respecto a la resta
	Considerando otra vez, a, b y c números naturales cualesquiera, se cumple que:
	a) (870   4) – (870   3) = 870   (4 – 3) = 870   1 = 870
	b) (450   2) + (3   450) = (2 + 3)   450 = 5   450 = 2 250
	c) (45   6) – (45   5) = 45   (6 – 5) = 45   1 = 45
	Nota:
	Recuerda que:
	Las palabras “multiplicación” y “producto” no significan lo mismo aunque de manera habitual se usan indistintamente. “Multiplicación” es la operación y “producto”, el resultado.
	División de números naturales
	Se verifica que:
	3 658 = (65   56) + 18
	 25/5, 25 : 5 y  significan lo mismo: la división o el cociente de 25 entre 5.
	La expresión:
	Nota:
	La palabra “cociente” significa el resultado de hacer una “división”
	“División” es, pues, la operación, y “cociente” el resultado de esa operación. Los símbolos utilizados para representarlas son:
	/,  : , y la fracción: ,-.
	Divisiones con calculadora
	325         5      65
	Pero si hacemos:
	325         15       21.6666666667
	Jerarquía de las operaciones
	Existe una prioridad en las operaciones donde no existen paréntesis y es que la multiplicación y la división siempre se realizan antes que las sumas y las restas.
	Por tanto, la operación anterior sería:
	3   4 + 2 = 12 + 2 = 14
	¿Y en 8 : 2 ∙ 3? Son divisiones y multiplicaciones con igual prioridad. Podemos convenir que primero se realiza la primera operación, la que está más a la izquierda: 8 : 2 ∙ 3 = 4 ∙ 3 = 12, en lugar de 8 : 2 ∙ 3 = 8:6 = 4/3.
	 Observa la diferencia entre estas dos operaciones:
	(15 + 10)   3 = 25   3 = 75
	15 + 10   3 = 15 + 30 = 45
	a) Es importante escribir los paréntesis solo cuando sea necesario. Por ejemplo, en la expresión: (21   2) + 30 resulta innecesario, ya que, por la prioridad en las operaciones, ya sabemos que tenemos que efectuar el producto antes que la suma.
	b) Si realizamos una operación en la calculadora sin paréntesis ésta ya respeta la jerarquía en las operaciones, por lo que, si la operación necesitase paréntesis, hemos de incluirlos en la calculadora.
	2.1. Múltiplos y divisores de un número entero
	Múltiplos de un número
	 La tabla del 5 que has escrito antes está formada por los valores:
	0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, 45, 50, 55, 60, 65, 70, 75, 80, 85, 90,….
	Todos ellos son múltiplos de 5.
	La notación matemática de este concepto es:
	Es decir:  = ,0, 5, 10, 15, 20, 25, 30, 35, 40, ....
	Divisores enteros de un número
	a) 2 es divisor de 8 porque al dividir 8 entre 2, el resto es 0.
	b) 10 es divisor de 20 porque al dividir 20 entre 10, el resto es 0.
	c) 6 es divisor de 36 porque al dividir 36 entre 6, el resto es 0.
	d) 1 es divisor de 18 porque al dividir 18 entre 1, el resto es 0.
	e) 18 es divisor de 18 porque al dividir 18 entre 18, el resto es 0.
	a) 8 es divisible por 2 porque 2 es divisor de 8, es decir, al dividir 8 entre 2, el resto es 0.
	b) 20 es divisible por 10 porque 10 es divisor de 20, es decir al dividir 20 entre 10, el resto es 0.
	c) 36 es divisible por 6 porque 6 es divisor de 36, es decir, al dividir 36 entre 6, el resto es 0.
	a) Como habrás deducido, las relaciones ser múltiplo y ser divisor son relaciones inversas.
	b) No confundas las expresiones ser múltiplo, ser divisor y ser divisible. Veámoslo con un ejemplo:
	2.2. Criterios de divisibilidad
	Para ver si un número entero es divisible por otro número entero, basta con dividirlos y ver si el resto es 0. Pero cuando los números son grandes, las operaciones pueden resultar complicadas.
	La tarea se simplifica si tenemos en cuenta los llamados criterios de divisibilidad que nos permiten saber si un número es divisible por otro sin necesidad de efectuar la división.
	Criterio de divisibilidad por 2
	 Los números: 312, 50, 346, 500, 780, 988 son divisibles por 2.
	Criterio de divisibilidad por 3
	Criterio de divisibilidad por 4
	Criterio de divisibilidad por 5
	 Los números 4 875 y 34 590 son divisibles por 5.
	Criterio de divisibilidad por 6
	 El número 7 332 es divisible por 6 ya que:
	 Lo es por 2 por ser par.
	 Lo es por 3, ya que sus cifras suman 15 que es múltiplo de 3.
	Criterio de divisibilidad por 9
	Criterio de divisibilidad por 10
	 El número 59 870 es divisible por 10.
	Observa que los números que son divisibles por 10 lo son por 2 y por 5 y viceversa.
	Criterio de divisibilidad por 11
	2.3. Obtención de todos los divisores de un número entero
	Ya sabemos que todo número tiene como divisores a la unidad y a él mismo 1 y 54.
	Es divisible por 2. (Termina en cifra par) → 54 : 2 = 27 ( Ya tenemos dos divisores: 2 y 27.
	3.2. La criba de Eratóstenes
	3.3. Descomposición de un número natural en factores primos
	1) Para realizar las divisiones utilizaremos una barra vertical, a la derecha escribimos los divisores primos y a la izquierda los cocientes.
	2) Los factores primos en la expresión del número ya factorizado se suelen escribir en orden creciente.
	3) Cuando ya tengamos práctica, y con números no demasiado grandes, podemos descomponer un número en producto de dos y luego cada uno de ellos en otros productos hasta que todos los factores obtenidos sean primos.
	Por ejemplo: 60 = 30   2.
	Como 30 = 15   2 y 15 = 3   5, tenemos que: 60 = 3   5   2   2 y, por tanto, su descomposición es:
	60 = 22   3   5
	¿Podrías continuar tú la serie con 5 números más?
	3.4. Máximo común divisor de varios números
	Divisores de 24 ( 1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24
	Divisores de 36 ( 1, 2, 3, 4, 6, 9, 12, 18, 36
	¿Cuáles son los mayores divisores comunes a ambos? Los divisores comunes a ambos son varios: 1, 2, 3, 4, 6 y 12, pero el mayor de ellos es 12 y se dice que 12 es el máximo común divisor de 24 y de 36.
	En el ejemplo anterior, escribiríamos:  M.C.D (24, 36) = 12
	3.5. Mínimo común múltiplo de varios números
	Cálculo del m.c.m.
	16 = 24
	24 = 23   3
	40 = 23   5
	a)    84 300  b)     3 333   c)    119 345  d)    903 711
	a)     508 744     b)     653 349 001  c)     47 092 157 d)     9 745
	a)     28   4 – 28   3 b)    30   4 + 30   2  c)     66   23 – 66   13     d)     700   44 – 700   4

	5. Realiza las siguientes divisiones y comprueba con cada una de ellas la propiedad:  D = d   c + r
	a) 3 844 : 45          b) 74 840 : 30               c) 983 035 : 981            d) 847 : 45
	6.Halla, utilizando solo la calculadora, los cocientes y los restos de las siguientes divisiones:
	a) 654 : 77       b) 543 : 7      c) 8 374 : 85      d) 9 485 : 11     e) 6 590 : 41
	7. Realiza las siguientes operaciones:
	a) (55 + 12)   4        b) 66   2 + 10          c) 55 + 70   3 + 11      d) 330 – 10   2 + 82
	8. Di cuales de las siguientes operaciones tienen el mismo resultado:
	a) 2   (46 ( 16)    b) 2   46 – 16      c) 2   46 – 2   16      d) 2   (46 + 16)  e) 2   46 + 16
	9. Realiza las operaciones del ejercicio anterior en la calculadora y comprueba la importancia de añadir los paréntesis.
	10. Realiza las siguientes operaciones:
	a) 4   (44 + 5) – 6   2 + 9    b) 2 (3 + 11) – (4 + 12)   c) (18 – 4) 5 + 3   7 – 13     d) 5 12+(3 – 2) 4 - 3 + 4 5 - 5
	11. Inventa un problema en el que tengas que realizar la siguiente operación:   5 + 4(6 - 2)
	a) 4 (65 + 7) – 5   2 + 4  b) 2 (3 + 9) - (4 + 8)  c) (22 - 4) 5 + 3   2 - 1  d) 5   4 + (4 - 2)   5 – 3 + 4   6 - 5
	Sigue los siguientes pasos:
	- Piensa en dos números naturales de una cifra.
	- Multiplica el primero por 2 y súmale 8.
	- Multiplica el resultado anterior por 5.
	- Suma el segundo número que habías pensado al resultado anterior.
	- Resta 40 al último resultado
	¿Qué ocurre? ¿Es casualidad? ¿Pasará siempre lo mismo? ¿Puedes explicarlo?
	27. Pedro tiene una forma muy peculiar de dar el teléfono a sus amigos: les dice que consta de nueve cifras, que no se repite ninguna y que leyéndolo de izquierda a derecha se cumple:
	¿Sabrías averiguar cuál es su teléfono?
	28. Calcula cuántos cuadrados puedes contar en la siguiente figura:
	29. Sustituye x e y por valores apropiados para el siguiente número sea divisible por 2 y por 11 a la vez:
	2 56x 81y
	31. Completa en tu cuaderno con las expresiones “ser múltiplo de”, “ser divisor de “ o “ser divisible por”:
	a)     9 y 12    b)     18 y 42    c)     8 y 15    d)     108 y 630
	36. Calcula el m.c.m. de los siguientes pares de números:
	a)     140 y 300  b)     693 y 1 485  c)     365 y 600    d)     315 y 1 845

	1. ¿Cuál es el resultado de 20 + 15   3?
	2.  ¿Cuál de las siguientes afirmaciones es verdadera   ?
	b) En el sistema de numeración decimal el valor de una cifra es independiente del lugar que ocupa.
	c) Si multiplicamos dividendo y divisor por el mismo número distinto de cero, el cociente no varía.
	d) El producto y la división de números naturales cumplen la propiedad conmutativa.

